Intégration des fractions rationnelles, premiere partie:
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Proposition 1

Si z1 # o alors pour tous m,p € R, il existe a,b € R tels que pour tout x € R\{xy, x5}

mx +p a b

(:L’—ml)(x—xQ)_x—x1+:c—x2

Démonstration
a b a(x —x3) +b(x— 1)
+ =
T—T T — Ty (x —x1) (z — x2)
(a+b)x + (—axy — bxy)

B (x —z1) (x — x9)
! mx + p

(x —x1) (x — x2)
Afin que la derniere égalité soit satisfaite pour tout = € R\{x1,z2}, nous exigeons
que les coefficents du polynome en z coincident :

a +b = m
—x9a —x1b = p
II s’agit d'un systeme de deux équations linéaires & deux inconnues (a,b) dont le
déterminant est
1 1
det = —
e <—x2 _x1> 1+ a9 #0

Puisque le déterminant est non nul, le systeme possede 1 et 1 seule solution(a,b) qui
dépend de (x1, 9, m, p).

Application au calcul intégral

Si z1 # o alors

1 1
/ mT¥p dx:a/ dm+b/ dz =aln|z — x|+ bln|x — 29| + ¢
(x —z1) (& — x9) T — T T — Ty
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Proposition 2

Pour tous m,p € R, il existe a,b € R tels que pour tout x € R\{z, x2}

mx +p a b

(x —x1)2 _w—x1+(x—9c1)2

Démonstration
a b a(x—x)+b  ar+ (—ax, +b)

+ 1 mx +p
T — T (x—xl)Q— (x — x1)2 N (x — 1) 2 _(x—x1)2

Afin que la derniere égalité soit satisfaite pour tout z € R\{x1, 22}, nous exigeons
que les coefficents du polynome en z coincident :

a = m
—ria+b = p

Il s’agit d’un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues(a,b) qui possede

1 et 1 seule solution :
a=m
b=ars+p

Application au calcul intégral

1
/%dx:a/m xdx+b/(m—$2)_2dx
— I — T

b
=aln|z — x|+ b(=1)(z —21) ' +c=aln|r — x| — +c
r — T
Exercices
Intégrer les fractions rationnelles suivantes:
3
x
—d
2) / 2 —x—06 o
3
b) / S A
2 +4r+4
Corrigé de a)
3
x
—d
/ 22 —x—06 o
1-ere étape: effectuer la division euclidienne
a3 g x4 6
_— =2 -
?2—x—06 x?—x—06
2-eme étape: décomposer en fractions simples
T 46 A N B  Alx-3)+B(x+2) (A+B)r+(-3A+2B)
(z+2)(x—3) x+2 -3  (z+2)(x-3) (z +2)(z —3)
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A+B=T7 —-3A+42B=6; = Az?; E

x3 L1 8 1 n 27 1
— =27 — - -
2 —x—6 5) x+2 5 ) x—3

3-éme étape: intégrer

23 8 [ 1 297 [ 1
L o Ddz+ S [ ——de+ =24 d
/xQ—x—6 v /("H Jdot o [ opdet o [ o—de

1 8 27
:§x2+w+gln\w+2\+Eln\x—3|+c

Corrigé de b)
3
x
——dzx
/ x2+4r +4
1-ere étape: effectuer la division euclidienne

3 12z + 16

. +
2+ 4z +4

22 +4x 14 v
2-eme étape: décomposer en fractions simples
_A@+2)+B  Ax+ (2A+ B)

120+16 A B
(z +2)?

@+2? 42 @r2?  (zt2p

A=12; 2A+B=16; — A=12; B= -8;

3 12 8

T
T p—4 _
2rdrt4d +m—|—2 (x 4 2)?

3-eme étape: intégrer

x? 1 1

—dxr = —4)d 12 der —8 | ——=d

/x2+4:c—|—4 o /(x Jdz + /:c+2 o /(:c+2)2 o
1 8

=2 —4r+ 12|z + 2|+ ——+c

2 T+ 2

Remarque
Dans le cas ou le dénominateur est de degré deux non factorisable, voir le document

"intégration des fractions rationnelles, deuzxieme partie".
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