Applications des mathématiques
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§ 1 Equations différentielles ordinaires
du premier ordre

§ 1.1 Equations différentielles ordinaires

Poser une équation différentielle avec condition
Initiale

Partons d'un probléme de dynamique a une dimension (mouvement rectiligne).

Au cours de son lancement, une fusée montée sur un rail horizontal est soumise a deux forces:

la premiére est due au moteur qui produit une poussée constante p;
la combustion du carburant fait diminuer régulierement la masse

F1 = p, m=mg-qt ou p, mp sontdes constantes

la deuxiéme est causée par le frottement de I'air qui est proportionnel au carré de la vitesse
(écoulement turbulent):

Fy = -rv? ol r estune constante
De la loi de Newton, on tire

F1 +F2  p-rv2

a =
m mg-qt

Les constantes p, mg, q étant données, on cherche la vitesse, c'est-a-dire la fonction t - v(t) qui
satisfait I'équation

p-rv?2
Vo=

mg-qt
Une telle relation qui exprime la dérivée de v en fonction de t et v est appelée équation différen-
tielle.
Les forces ne suffisent pas a déterminer univoquement la vitesse: il faut encore donner la vitesse
initiale
vV (@) =0

Pour obtenir des valeurs numériques, considérons le cas particulier suivant:

p=4N
me = 8 kg
k
q-2-2
s
N s2
r =
m2

En laissant tomber les unités, I'équation différentielle avec condition initiale s'écrit

4 -v?
V=

8-2t
v (0) =0

Vérifier une solution donnée
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Pour gagner du temps, il arrive que le professeur de physique donne la solution de I'équation
différentielle et se contente de la vérifier. Montrons maintenant que la fonction

-t2+8t
vty =2 ——
t2-8t+32
est solution. Remplagons d'abord v(t) dans le membre de gauche de I'équation différentielle
(-2t +8) (t2-8t+32) - (-t2+8t) (2t-8) ~t+4
vV o(t) =2 =128
(t2-8t+32)2 (t2-8t+32)2

Remplagons maintenant v(t) dans le membre de droite de I'équation différentielle

4_4 [ _£+8t 2 ,
4-v2 - (m) 4(t278t+32) (-t + 8t)2

8-2t 8-2t (8-21t) (t2-8t+32)2
32 (2t?-16t +32) 3242 (t-4)2 —t+4
4 :4 :128
(8-21t) (t2-8t+32)2 2 (4-t) (t2-8t+32)2 (t2-81t+32)2

En comparant les deux membres, on voit que la fonction v(t) satisfait I'équation différentielle.

Montrons maintenant que la fonction v(t) satisfait aussi la condition initiale:
0
vV(0)=2—=0
32
Il s'ensuit que la fonction v(f) donnée est une solution de I'équation différentielle avec condition
initiale. Nous verrons plus tard que la solution est unique.

Nous nous proposons maintenant de dessiner cette solution. Comme temps maximal, choisissons

l'instant ou le 95 % de la masse de la fusée a été brilé, temps donné par la condition

Mo
0.05mg =my — q tmax — thax = ©0.95 —
q
p=4;m0=8;q=2;r=1;
mo

tmin = 9; tmax = 9.95 —;
q
Clear|[v, t];
-t2+8t
vt ] =2 ———
t2-8t+32

SetOptions[Plot, Axes -» True, AxesOrigin -» {0, 0}, AxesLabel » {"t\n[s]", "y [m/s]"},

AspectRatio » 1, ImageSize » {300, 300}, PlotRange - All];

courbe = Plot[v[t], {t, tmin, tmax}];
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Show[courbe, AxesLabel -» {"t\n[s]", "v [m/s]"}]
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4-v2
8-2t

La fonction v(t) posséde la propriété voulue: la dérivée de v en t est égale a

[m/s]

[s]

Autrement dit, si la courbe passe par le point (¢, v), alors la pente de sa tangente en ce point est

. . . —y2
donnée par la relation fonctionnelle f(t, v) = g_;t.

Pour vérifier la solution donnée, il est possible d'utiliser Mathematica

B 2

Simplify[v'[t] - ﬂ]
8-2t

0

v[e]

0
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Définitions et terminologie

Une équation différentielle est une équation dans laquelle apparait une ou plusieurs dérivée(s)
d'une fonction inconnue y(t).

Une équation différentielle ordinaire du premier ordre est une équation de la forme suivante

y =f (t,y)
On utilise aussi la notation équivalente

dy

— =f (t

It (t, y)

Une solution de cette équation est une fonction t - y(f) qui vérifie la relation
y (t) =Ff (t, y (1)) pour tout t dans un intervalle.
En regle générale, une équation différentielle possede une infinité de solutions. Mais, si on prescrit
de plus une condition initiale
y (te) = Yo
alors, sous des hypothéses assez générales, la solution y(f) existe et est unique.

Dans une équation différentielle ordinaire, on cherche une fonction d'une seule variable t, par
opposition a une équation différentielle aux dérivées partielles dans laquelle on cherche une fonc-
tion de plusieurs variables.

Dans une équation différentielle ordinaire du premier ordre apparait la dérivée premiére de la
fonction cherchée (c'est-a-dire y’(f)), mais pas la dérivée seconde ni d'autres dérivées d'ordres
supérieurs.

Les équations différentielles linéaires font I'objet du § 1.4.

Travaux dirigés du § 1.1

Un travail dirigé consiste en un mélange d'explications, de questions et d'activités. Il s'agit évidem-
ment de comprendre les explications données, de répondre aux questions posées et de réaliser les
activités proposées.

1.1-TD 1 Croissance dont le taux par unité de temps est constant

Clear[r, n, t]

SetOptions [Graphics, Axes -» True, AxesOrigin -» {0, 0},
Prolog -> PointSize[0.016], PlotRange » All, AxesLabel -» {"t", "C/Co"},

AspectRatio -» Automatic, ImageSize -» {250, 250}];
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SetOptions[Plot, Axes -» True, AxesOrigin -» {0, 0},
Prolog -> PointSize[0.016], PlotRange » All, AxesLabel -» {"t", "C/Ce"},

AspectRatio -» Automatic, ImageSize -» {250, 250}];

Premiére étape : suite géométrique de raison r

Comme étudié dans le cadre des intéréts composés, considérons une quantité C; qui, a chaque
unité de temps, augmente du taux i

C1:C@+iC@:C@(1+i):C@r‘ ou r=1+1
Co=C+1iCi=Cy (1+1i) =Cir =Cor?
C3=C+1iC=Cy (1+1i) =Cor =Cor3

La suite des valeurs acquises forme une suite géométrique de raison r=1+1i

Ct:C@r‘t, tEN, r=1+1

Deuxiéme étape : fonction exponentielle de base r

Considérons maintenant que la variable t est réelle, c'est-a-dire continue. L'expression suivante est
alors une fonction exponentielle de base r

C(t) =Cort, teR
L'exemple numérique est calculé avec le taux i= 30 = %. Dans le graphique, on a représenté le
rapport % que I'on interpréte ensuite comme étant la quantité C(f) exprimée dans l'unité Cy.

Clear[r, t, n];
Plot[r® /. r-1.3, {t, -2, 8}, Epilog - {Table[Point[{n, r" /. r>1.3}], {n, 0, 8}]}]

y [m/s]
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accroissement par unité de temps
capital

Par définition, le taux d'accroissement par unité de temps est le rapport i =
C(t+1) -C (t)
c(t)

=1

Dans le cas ou le taux i est constant, il s'ensuit que
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C(t+1)-C (t) =icC (t)
C(t+1) =C (t) +iC (t)
C(t+1) = (1+i)C (t)
C(t+1) =rcC (t) ou Pr=1+1i

Troisieme étape : fonction exponentielle de base e

Passons de I'exponentielle de base r a I'exponentielle de base e

C(t) =Cort
C(t
C( ) =rt=exp (In (rf)) =e*!"™ =e’* ou A= 1n (r)
0
C(t) =Cpet |, teRr, A= 1n (r)

Cette formulation est équivalente a la précédente

Clear[Aa, t];
Plot[e** /. x> Log[1.3], {t, -2, 8}]

y [m/s]
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Quatrieme étape : équation différentielle d'une grandeur C(f) qui varie selon un taux constant

C(t) =Cpet
Calculons la dérivée
C (t) =Corert =2xC (t)
On obtient I'équation différentielle
C (t) =AC (t) ol A estune constante

Retenons le résultat : Proposition TD 1

| 7

Si une grandeur C varie selon un taux i constant,
alors la dérivée de C est proportionnelle a C.

Cette équation différentielle posséde une infinité de solutions, par exemple,

C(t) =e't
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C(t) =2¢e't
C(t) =met
Pour obtenir une solution unique, on ajoute une condition initiale
C (0) =Cy ou Cp estune valeur initiale donnée

Le probléme de croissance a taux constant peut maintenant étre récrit sous la forme d'une équation
différentielle avec condition initiale

C (t) = AC (%)
C (0) = Co

ou A et Cy sont des constantes données par exemple A=In(1+/).
La solution de ce systéme est la fonction

C(t) =Cpe’t

Cinquiéme étape : interprétation géométrique du taux et de la dérivée

Considérons la fonction exponentielle C (t) = Cg e’t.

La droite sécante qui passe par les points (0, C(0)) et (1, C(1)) a pour pente
C(1)-C(0) _ Cc(1)-C(0) Co=iCo.

1-0 C(0)
La droite qui est tangente a la courbe en 0 a pour pente C’(0) = ACq =In(r) Co =In(1 + /) Co.
Dans le graphique ci-dessous, I'axe des ordonnées est gradué dans l'unité [Cy]; en d'autres termes,

la fonction dessinée est %ﬁl =

y [m/s]

1+i
1+A

t
2 sl

Numériquement, les valeurs de (i, A) sontici

{i, Log[1+i]} /. i>0.3

(0.3, 0.262364)

Les deux valeurs sont voisines car le taux d'accroissement moyen de C sur l'intervalle [t, t+ 1]
est une approximation de la dérivée de C en t
C(t+1) -C (t)
1

~ C ()
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C(t+1) -C(t) C (t)

- ~
C(t) C(t)
C(1)-C (@) C (0)
=3 ~
C (o) C (0)
= i=2
Question [sans ordinateur]

Un capital de 10 « 000 Fr est placé au taux annuel de 3 » %.
Ecrivez I'équation différentielle avec condition initiale a laquelle obéit la valeur acquise C(f).

Activité[sans ordinateur]

Parcourez a nouveau les cinqg étapes de la démarche précédente en décrivant une grandeur A(t)
qui décroit de moitié en T =12 unités de temps. Imaginez qu'il s'agit, par exemple, de l'activité d'une
source radioactive.

En particulier, calculez i, r, et A en fonction de la demi-vie T.

1.1-TD 2 Phénomeénes dont le taux d'accroissement relatif est
constant

Notion de taux d'accroissement relatif instantané

Accroissement de la fonction f sur l'intervalle [t, t+ At]:
A =Ff (t+at) -F (1)

Accroissement relatif de la fonction f sur l'intervalle [t, t + At]:
A f (t+at) - F ()

f f (1)

Taux d'accroissement de la fonction f sur l'intervalle [t, t + At]:
Af f (t+Aat) - f (1)
At At

Taux d'accroissement relatif de la fonction f sur l'intervalle [t, t+ At]:

of

£ f(teat) —f (1)
At £ (1) at

En particulier, le taux d'accroissement relatif de la fonction f sur un intervalle d'une unité de temps
[t, t+ 1] estappelé taux d'accroissement par unité de temps et est noté i :
f(t+1) -f (1)
f (1)

i=

Taux d'accroissement de la fonction f a l'instant ¢
(1)

Taux d'accroissement relatif de la fonction f a l'instant ¢

(1)
f (1)
Equation différentielle des phénoménes dont le taux d'accroissement relatif est constant
f(t)
=2 ol A estune constante réelle
f (1)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



10 | 1-1_EQ-DIFFERENTIELLES.nb

f(t) = Af (t) ou A estuneconstante réelle

Retenons le résultat : Proposition TD 2

Si le taux d'accroissement relatif instantané A d'une fonction est constant,
alors la dérivée de la fonction est proportionnelle a la fonction.

Questions [sans ordinateur]
Pour les fonctions exponentielles
f(t) =crt, g (t) —ae't

montrez que les quantités suivantes sont indépendantes de t :
a) le taux d'accroissement relatif sur l'intervalle [t, t + At];
b) le taux d'accroissement relatif a l'instant £.

1.1-TD 3 Fonction dont la dérivée est proportionnelle a la fonction

Montrons la réciproque des propositions énoncées dans TD 1 et TD 2:

Si une fonction non nulle est proportionnelle a sa dérivée,
alors la fonction est exponentielle et son taux d'accroissement est constant.

Hypothéses
y (t) =y (t) ol A estconstant et y (t) +0
y (@) =a ou a0
Il s'agit d'une équation différentielle avec condition initale que nous allons résoudre :
y (%)
y (t)
T(t
Jy (&) dt = JA dt
y (t)

In( |y (t) |)=2rt+c ou cC estune constante réelle

= A

exp (In |y (t) |) =exp (At+cC)
|y (t) | =t
|y (t) | =e“e’t ou e estune constante positive
y (t) =ae't ol  a estuneconstanteréellenonnulle (a = + e°)

D'aprés TD 2, le taux d'accroissement relatif de cette fonction est A, donc constant.
La condition initiale est aussi vérifiée

y (0) =ace® =a
Questions [sans ordinateur]
a) Déterminez une fonction a telle que
a’ (t) =a (t) et a0 =1

b) Déterminez une fonction b telle que

b’ (t) =b (t) et b (@) =2
c) Déterminez une fonction c telle que
t : t t 0 !
c’ = —cC (& C = —
(t) 3 (t) (9) 3
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d) Déterminez une fonction d telle que

1
d (t) = —4—d (t) et d (0) - 100
1.1-TD 4 Vitesse de chute avec écoulement laminaire

A l'instant = 0, on lache un corps de masse m, de volume V, sans vitesse initiale, dans un fluide
visqueux homogéne de masse volumique p.

Durant la chute du corps, on suppose que I'écoulement du fluide autour du corps est laminaire (c'est-
a-dire dépourvu de turbulences). Dans ce cas, la force de frottement que subit le corps est propor-
tionnelle a la vitesse. En projection sur un axe vertical orienté vers le bas, la loi de Newton nous
donne

Fpesanteur — Farchimede — Ffrottement = M @
mg-Vog-kv=ma
Questions [sans ordinateur]
a) Etablissez I'équation différentielle avec condition initiale qui définit la vitesse de chute
te ().

b) Montrez que la fonction suivante est solution de I'équation différentielle avec condition
initiale :

c) Montrez que I'équation différentielle posséde une solution constante.
Montrez que cette solution ne vérifie pas la condition initiale.
Interprétez ce nombre comme vitesse limite de chute.

1.1-TD 5 [Sans ordinateur]
a) Vérifiez si la fonction donnée est solution de I'équation différentielle avec condition initiale
' _f£2 1
{-F (x) =£% (x) a pour solution f (x) =
f() =1 1-x
b) Vérifiez si la fonction donnée est solution de I'équation différentielle avec condition initiale
£ (X) = .
{ F(x) apour solution  f (x) = V2 A2+ x
f (@) =1
c) Déterminez la constante d'intégration c afin que la fonction donnée
soit solution de I'équation différentielle avec condition initiale
, _ A/ 1
{f (x) =V (x) apoursolution £ (x) = — (x*-2xcC+c?)
f (@) =1 4

Déterminez aussi l'intervalle sur lequel f est solution

Lien vers les corrigés des exercices du § 1.1

https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/corriges/eq-differentielles/1-1-equadiff-cor.pdf

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition


https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/corriges/eq-differentielles/1-1-equadiff-cor.pdf

