Marcel Déléze
Edition 2017

Théme: Différentielles

Lien vers les énoncés des exercices :
https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/plusieurs-variables/4_et_5 DIFFERENTIELLES.pdf

Corrigé de I'exercice 4-1

Fonction
1
E(m,v) = —mv?
Dérivées partielles
OE (m,v) 1 OE (2kg, 5%) 1/ my2 25 m
—_— = —V = = — - = — —
om 2 om 2 s 2 s?
m
E (m, V) OE (2kg, 5 m kg m
2 _mv = < S):Zkg(S—J:IGg—
ov ov S S
Différentielles partielles dE
OE (m, v) 1
— Am=—VZAm
om 2
OE (2kg, 57%) 1 m2 25 m?
Am = — [5— Am = — — Am
om 2 s 2 s?
OE (m, v)
— AV =mV AV
ov
AV = 2 kg (5— AV =10 —— AV
ov S S

Accroissements partiels approximés par les différentielles partielles AE = dE
(le résultat est exprimé en joules)

1 OE (m, V) 1 1 m) 2 m? kg
— (m+Am) vz——mvzziAm:—vam:—(S—] (0.1kg) =1.25 =1.257
2 2 om 2 2 s s?
1 1 OE (m, v) m m kg m?
—m(v+AV)2 - —mvis — " Av=mvAv = (2kg) (5 —) [0.2—) =2 =21
2 2 ov s s 52
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Corrigé de l'exercice 4-2

Fonction et graphique (vue depuis dessous la surface)

U
I(U,R) =~
R

u
P10t3D[—, {u, 5, 15}, {r, 500, 1500}, AxeslLabel -» {"U", "R", "I"},
tracé de slftfaces titre d'axe unité imaginair

BoxRatios -» {2, 3, 2}, ViewPoint » {2, -2, -1}, ImageSize -» {450, 450}]
rapports de boite point de vue spatial taille d'image

1500

0.03 ¢

0.02

0.01

Calculs des dérivées partielles et différentielles partielles

8I (U, R) 1 81 (1eV, 1000 Q) 1
_— = — — =
ou R ou 1000 O
oI (U, R) AU 61 (10V, 1000 Q) AU
AU —— = " AU= — = AUb AU =
ou R ou 1000 O
oI (U, Ry -U oI (10V, 1000 Q) -10V
- = = = =-10"° —
OR R2 AR (1000 Q) 2 0?
8I (U, R) ~UAR 81 (10V, 1000 Q) \Y;
AR AR = = AR AR = -107° — AR
OR R2 OR Q2

Noms
différentielle partielle de / par rapporta U en (10 V, 1000 Q)
différentielle partielle de / par rapport a Ren (10 V, 1000 Q)

Interprétations géométriques (voir fig.)
* La différentielle partielle de / par rapport a U est la fonction linéaire représentée
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par la droite située dans un plan vertical paralléle a I'axe U et tangente a la surface,
de variable AU.

* La différentielle partielle de / par rapport a R est la fonction linéaire représentée
par la droite située dans un plan vertical paralléle a I'axe R et tangente a la surface,
de variable AR.

1500

0.03

0.02

0.01

0.00
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Corrigé de l'exercice 4-3

Dérivées partielles

\ x2 +y?

Ox
t
X
t A/ X% +y?
X2 + y?
O |m—m| /. {Xx->3my,y->2m, t>5s}
t
3m
5413 Vm? s
X2 + y?
Ot
t
X2 +y?
_ "
A/ X2+ y?
O |—m| /. {X->3my,y->2m, t->5s}
t
V13 /m?
25 s?

Différentielles partielles dv

o, | ——— | ax
t
X AX
t /X2 +y?
x2 + y?
O | — | Ax /. {x>3m,y->2m, t>5s}
t
3 mAX
5413 Vm? s
'\/x2+y2
O | — | At
t
A X2 +y? At
t2
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A/ X2 + y?
O |—|at/. {x-»3m,y->2m, t>5s}
t

V13 V/m? At

25 s?

Accroissements partiels approximeés par les différentielles partielles : Av =dv

o, | ———— | ax
t
X AX
t A/ X% +y?
x2 + y?
O | — | Ax /. {x>3m,y->2m, t>5s, AXx>0.1m}
t

0.016641 / m?

S

x? +y?
Oy [— | At
t

A X2 +y? At

_ o

A\ X2 +y?
O |—|at /. {(x->3myy->2m, t->5s, At»0.2s}
t

0.0288444 +/m?

S

Erreurs d'approximation e=Av-dv

\/(X+Ax)2+y2 \/x2+y2 x2 + y?
- o | ——| ax
t t t
X2 +y? X AX y2 + (X + AX)?

- - +

t t\/X2+y2 t
\/(x+Ax)2+y2 \/x2+y2 A/ x2 + y?
t

-0 |m—m|ax /. {XxX-»>3my,y->2m, t>5s, AXx > 0.1m}
t t

0.0000834088 / m?

S
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X2 +y? X2 +y? x2 +y?
v o o [Ny )

t+At t t

\/x2+y2 \/x2+y2 At X2 +y?
- + +

t t2 t+at
'\/X2+y2 '\/X2+y2 "’X2+y2
- -O |—| At /. {(xX>3m,y->2m, t->5s, At »-0.25s}
t+At t t

0.0011094 +/ m?

S

Différentielles partielles relatives dTV

X AX

ax( xzt"z]Ax

/. {X->3m,y->2m, t->5s}

/. {X->3my,y->2m, t->5s}

At
5s

. . . . cppr . . . A d
Accroissements partiels relatifs approximés par les différentielles partielles relatives 7" = 7"

o[£ o

/. {(XxX>3m,y->2m, t->5s}

3 AX
13m
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/. {(XxX->3m,y->2m, t-5s, AX> 0.01 »3m}

0.00692308

at( Xz*z]At

/. {X->3my,y->2m, t->5s}

B¢ ( X ay? ]At
/e {XxX>3m,y->2m, t>5s, At>0.01%x5s}

-0.01

On remarquera que les résultats obtenus sont des nombres purs (sans unité).
Interprétation : au voisinage de x=3m, y=2m et t=5s,0na
lorsque x augmente de 1 %, v augmente de 0.7 %;
lorsque t augmente de 1 %, v diminue de 1 %.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

| 7



8 | 4 et 5-differentielles-cor.nb

Corrigé de l'exercice 4-4

Fonction

IV (g, h) =/2gh]|

Dérivées partielles

o , h 0 1 1 h
M:«/zh_@;):«/zh N
og ~

og 2+/g 2g
ov (9.81 %, 2m) om
- -=0.319s
og 2%9.81 5
S
ov (g, h) o 1 1 g
7’:«/2g—<hz):«/2g - |5
6h 6h 2+/h 2h
ov (9.81 %, 2m) 9.81 % 1
= =1.566 —
oh 2%x2m S

Différentielles partielles dv

@v(9.81£;,2m)

ov (g, h) h

——Ag= | — Ag = Ag =0.319s Ag
og 2g og

ov (g, h) g ov (9.81 %, 2m) 1

——~ " rh=_[—= ah = Ah =1.566 — Ah
oh 2h oh s

Approximation des accroissements partiels par les différentielles partielles Av = dv

h
— A
2g &

iAh
\ 2h

Valeurs numériques des différentielles partielles

V2 (g+2g) h -+/2gh

Q

Q

2g (h+ah) —+/2gh

m
= -0.0319 —

h ( m
s

— Ag = (0.319s -0.1 —
T ) >

g 1 m
—— Ah = (1.566 —) (-0.05m) ~ -0.0783 —
2h s s

Différentielles partielles relatives dTV

h
ov (g,h) | 5. 08
og A8 & Ag

v \/2gh 2g
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\ A/ 2 g h 2 h
Approximation des accroissements partiels relatifs par les différentielles partielles relatives AT" = dTV

ov (g,h)

\/2 A h —+/2gh —2>=Ag A 1 (A 1
(g+og) h -vV2gh 5 _ 28 (28 L7 a.01) - —0.005
W Vv 2g 2 g 2
£ Ah
V2g (h+ah) —+/2gh &M ah \/: ah 1(”‘) ' 0.01) - 0.005
V2gh Sy Yagn 2h20nl2

Lorsque g diminue de 1 %, v diminue de 0.5 % (indépendamment de h) et
lorsque h diminue de 1 %, v diminue de 0.5 % (indépendamment de g).
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Exercice 4-5

Plot3D[3x-2y+5, {x, -3, 3}, {y, -3, 3},

tracé de surfaces
AxesLabel -» {"x", "y", "z"}, ViewPoint -» {2, 2, 1}, ImageSize - {400, 300}]
titre d'axe point de vue spatial taille d'image

z=F (X,y) =3x-2y+5

Az AF (X, y; AX, ©)

AX AX
f (x+ax,y) -F (X,y) (3 (X+AX) -2y+5) - (3x-2y+5) 3 AX

AX AX AX
ﬁ—i représente la pente de la droite qui est située dans un plan vertical paralléle a I'axe des x.

Cette pente ne dépend pas du point (x, y). Elle est partout la méme.
Cela signifie que les lignes de la surface avec y = const sont des droites et que ces droites sont
paralléles entre elles (voir figure ci-dessous).
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Az A (X, y; 0, Ay)

py ny
f (X, y+ay) -f (x,y) (3Xx-2(y+Ay) +5) - (3x-2y+5) -2 Ay 5
ny ) Y Coay

2—5 représente la pente de la droite qui est située dans un plan vertical paralléle a I'axe des y.

Cette pente ne dépend pas du point (x, y). Elle est partout la méme.

Cela signifie que les lignes de la surface avec x = const sont des droites et que ces droites sont
paralléles entre elles

(voir figure).

L'équation donnée représente un plan.
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Exercice 4-6
z=F (x,y) =2x2-5y?
of (X,
M =4 X
ox
of (x,
M — ,1@y
oy

La droite qui est tangente a la surface au point (xo, ¥o) et qui est située dans un plan vertical paral-
Iele a I'axe des x est décrite par le systéme cartésien

y=Ye
{ Z-2¢-= of (Xe,Ye)

W (X=Xe)

Ici (xo, yo) = (3; 1), T8l = 4 3 =12, 20 =f(xo, o) =13

{21702
z-13 =12 (x-3)
La droite qui est tangente a la surface au point (xg, ¥o) et qui est située dans un plan vertical paral-
Iele a I'axe des y est décrite par le systéme cartésien
X = Xp

of (Xe,
{2 2- TS (y -~ Yo)

lei (xo, yo) = (3; =1), T2l = ~10+ (-1) =10, 20=f(x0, o) = 13

{ X =13
z-13 =10 (y+1)
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Exercice 4-7

H (6 k24h g
1) = 27 L(l+o (6-60))

Pour calculer la dérivée partielle de H par rapport a 8, on commence par sortir les constantes

OH (©) k 24 h g O 1 k24h g O 1
= - — — — [(l+a (6-69)) 2| =
o6 27 L 06 1+a (6-06p) L @9

k24 h g 1 3 (24 h)
— (——) (1+a (6-6p)) 20 =
271 L 2 (1+o (0-69))3

La différentielle partielle de H par rapport a 8 en §; est

dH (6g; AO) = ————— NO = - AO = -
06 47 L(1+a (6g-6g))3 47

OH (6e) k (24h) o g k (24h)a [g
L

L'accroissement relatif % est approximé par la différentielle relative

_k(24h) a g

& po
dH (6g; AO) 4 L o PNC)
H (99) k24 h g 2

27 f

La dérive journaliére vaut donc approximativement
o AO (24h)
2

dH
AH= — (24h) = |-
H

La dérive journaliére est indépendante de la longueur du balancier. Il est donc indifférent que le
balancier soit long ou court.

Corrigé de l'exercice 5-1

Fonction E

1

E(m,v) = —mv?
2

Accroissement total AE

1 1
AE (m, v; Am, AV) = — (m+ Am) (V+Aav)2 - Emv2
m 1 m 2 1 m 2
2kg,5—;Am,AvJ:—(2kg+Am) (5—+Av] - — (2kg) [5_)
S 2 S 2 S
25m2Am  10kgmAv  5mAmAv Am Av?
= + + + kg Aav? +
2s? s s
Dérivées partielles
OE (m,v) 1 OE (2kg, 5%) 1/ my2 25 m
—_— = Vv = - _ |5 | = =
om 2 om 2 s 2 s?
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8E (m, v OF (2kg, 5% m kgm
ok (m, v) ):mv = ( S)_Zkg(S—J_leg
ov ov S S
Différentielle totale dE
OE (m, v) OE (m, v) 1
dE (m, v Am, AV) = Am + AV = — V2 AM+mV AV
om ov
n OE (2kg, 57) OE (2kg, 57)
dE |2kg, 5 —; Am, AV| = Am + AV
S om ov
1 m) 2 m
:—(5—) Am+2kg(5— AV
2 S s
25 m? kg m
= — —AmM+10 —— AV
2 s? s

Comparaison:

dans AE, les termes linéaires représentent dE tandis que

les termes non linéaires représentent I'écart e = AE - dE (erreur d'approxima-

tion).
Accroissement total approximé par la différentielle totale AE = dE

(le résultat est exprimé en joules)

1 1 OE (m, v) OE (m, v)
— (m+Am) (V+AV)2 - —mv2 = N AV
2 om ov
1 1 m) 2 m m m? kg
—VvZAm+mvAv = 5 [5 f) (0.1kg) + (2kg) (5 fJ (e.zf) =3.25 ——=3.25]
s s s

S
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Corrigé de l'exercice 5-2

Fonction |

U
I(U,R)=—
R

Accroissement total Al

UraU U
AI (U, R; AU, AR) = -
R+AR R

10V + AU 10V

AL (10V, 1000 Q; AU, AR) = -
10000 + AR 1000 0

Dérivées partielles

8I (U, R) 1 oI (10V, 1000 Q) 1
_— = — - =
ou R ou 1000 ©
oI (U, R) -U 61 (1eV, 1000 Q) -10V
- - = = =-10"° —
oR R2 AR (1000 Q) 2 Q2

Différentielle totale dl
oI (U, R) 81 (U, R) AU UAR
AU + AR

dI (U, R; AU, AR) =

ou OR R R2
81 (10V, 1000 Q) 85I (1eV, 1000 Q)
dI (1eV, 1000 Q; AU, AR) = AU + AR
ou OR
AU Y
= -107° — AR
1000 @ Q2

U+AU
R+AR

u+aU U AU UAR

R+aR R R R?
I u+aU U AU UAR

Valeur approchée de / = calculée au moyen de dI

"R+AR R R R2

10V-0.5V 10V  -0.5V 1oVieQ v
+ - =0.0094 — = 0.0094 A
10000 +100Q 10000 1000Q (1000 Q)2 Q

Interprétation géométrique (voir figure, vue depuis dessous):
I'accroissement total Al est représenté par la surface
Uu+aU U

R+AR R

(AU, AR) &

la différentielle totale de | est représentée par le plan tangent a la surface au point (U, R)

AU UAR
(AU, AR) b — -
R R2
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u=10; r = 1000;
u+Au u . . .

- —, {Au, -5, 5}, {Ar, -500, 500}, DisplayFunction » Identlty],
fonction d'affichage identité

Show [Plot3D|
mon- tracé de siithAE P

Au uAr
Plot3D[ — - » {Au, -5, 5}, {ar, -500, 500}, DisplayFunction - Identity],
tracé de suRaces I fonction d'affichage identité

ImageSize -» {500, 500}, DisplayFunction -» $DisplayFunction,

taille d'image fonction d'affichage fonction d'affichage par défaut
BoxRatios -» {2, 3, 2}, ViewPoint -» {2, -2, -1}, AxesLabel » {"AU", "AR", "AI"}]
rapports de boite point de vue spatial titre d'axe

5500

0.02

0.01

Al

0.00

Corrigé de l'exercice 5-3

Accroissement total Av

'\/(x+Ax)2+(y+Ay)2 \/x2+y2

t+At ) t
\/x2+y2 \/(X+Ax)2+(y+Ay)2
) t ' t+At
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AV

(X +AX)2 + (y + Ay)? x2 +y?
= \/ y+4y -\/ y /. {X->3my,y->2m, t->5s}
t

t+ At

7\/§\/m72+\/(3m+Ax)2+ <2m+Ay)2

5s 5s+At

. e A
Accroissement total relatif 7"

‘\/ (x+4X) 2+ (y+AY)2 ‘\/x2+vz
t+At t

2 2

+

t+At

) X%+ y?

t |- Axay? . A (xeax) 24 (yray) 2
t t+At
A/ X2+ y?

55 { /13 A/ m? N A/ (3m+Ax) 2+ (2m+ay) 2 ]
5s

5s+At

t (_ \/xzafy2 N \/ (x+0%) 2+ (y+Ay) 2 ]
t

/. {X->3my,y->2m, t->5s}

V13 vVm?

Différentielle totale dv

N

A X2 +y? Dt[t] 2xDt[x] +2yDt[y]
- +
2
t 2‘tw/X2+y2

/. {Dt[x] » Ax, Dt[y] - Ay, Dt[t] -» At}

Dt[—,\/ngiyz]

X2 +y? At 2xAX+2y Ay
- +
2
t 2t«/X2+y2

2 2

X +

dv=Dt[—y] /. {Dt[x] » AX, Dt[y] » Ay, Dt[t] » At} /. {x>3m,y->2m, t > 55}

t

V13 V/m? At 6mAx+4mAy
- +

25 s? 1013 Vm? s

Erreurs d'approximation e=Av-dv
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AV - dv
V13 /m?2 /13 /m? At 6max+4may \/(3m+Ax)2+(2m+Ay)2
- + - +

5s 25 s? 10/13 m s 5s+ At

Différentielle totale relative dT"

dv
— /. {X->3m,y->2m, t>5s}

5¢ /13 A[m? At 4 —Bmax+amay
25?2

10+/13 +/m? s
V13 v/m?
dv
— /. {x>3m,y->2m, t-5s} /. {AXx->0.01%3m, Ay »0.01%x2m, At > -0.01x5s}
x2+y?
t
0.02

La vitesse augmente de 2 %.
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Corrigé de l'exercice 5-4
Dérivées partielles

o (FCos[a])

Cos[a]

9 (FCos[a])

~FSin[a]

Dérivée totale dT
dT = cos (a) AF -F sin (a) Aa
= cos (0.85) AF-36Nsin (0.85) A =~ ©.659983 AF - 27.0461 N Ax
Variation totale approximée par la différentielle AT=dT
AT =~ dT = 0.659983 AF - 27.0461 N Aa = ©.659983 (-0.3N) - 27.0461N0.02

= -0.738917N
Corrigé de l'exercice 5-5
1 2 1 2 ;
z:l—Ex —gy au point (Xe, Yo) = (-2, 3)
Dérivées partielles
1 1
f (x =1- —x?>-—y?
(X5 ) 1 3y
of ( ) -1 ) 1
— (X, = —2X=-—X
OX Y 12 6
of ( ) —12 2
N X - -
oy Y 3 y 3)’
1 1 1 7
Zo=F (Xo, Yo) =1- —4-—-9=1-_-3=_—
12 3 3 3

La différentielle totale df est la fonction qui correspond au plan

Of (Xe, Yo) Of (Xe, Yo)
Z-2pg= ——————— (X-Xg) + ——————— (Y - VYo)
OX oy
1 2
Z-29=-—Xp (X—X(a)—gw (Y —Yo)
! 1( 2) (x+2) 23( 3)
Z+—=-—— (- X+2) - — -
3 6 3 Y
! 1( 2) -2 (y-3)
Z4+— = — (X+2) - -
3 3 Y
2 1o, . L 1
z=15+X —Ey au point (Xo, Yo) = {E, 75)

Dérivées partielles

1
f (X, y) :15+x2—5y2
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6f( V-2

— (X, =2X

ox Y

61‘( ) —12

— (X, = — = -
oy y > y y

12 1 1\2 547
zg = f (Xo, Yo) =15+ [*) (**) —
2 2 3 36
La différentielle totale df est la fonction qui correspond au plan
of (XG) y@) of <X9) y@)
Z-Zp= ——— (X-Xo) + ———— (¥ — Ye)
X oy

Z-2p=2Xp (X-Xo) ~Yo (Y~-VYo)

547 1 1 1 1
2ot (b))
36 2 3 3

547 ( 1] 1[ 1]

- — = | X- —| + = + —

36 2 3 3

Exercice 5-6
22 2 _x2_y2
z=4/r?-x*-y? ou Z=-+r?-x?-y?

La premiére fonction décrit 'hémisphére z =0 (disons I'némisphére nord), la deuxiéme I'hémisphére
z<0 (disons I'némisphere sud). L'ensemble de définition de chaque fonction est

D= {(X, y) | x> +y? < r‘z} = cercle de centre (@, @) etderayon r

En ce qui concerne la question posée, la situation est la méme en tout point de la terre. Choissisons

le point (0, 0, r) (pble nord) comme étant le centre du terrain carré. La surface terrestre est alors
décrite par la fonction

f(x,y) =+/r?2-x*-y? au voisinage de (0, 0)
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La différentielle de f en (0, 0) représente le plan tangent a la surface; ici, le plan est horizontal et la
fonction linéaire est constante

df (x, y; &%, Ay) =0x f (X, y) ax+ 9y (X, y) Ay

= AX + Ay

P2 _x2 _y2 P2 - x2 _y2

df (0, @; Ax, Ay) =0x f (0, @) Ax+09y f (0, 0) Ay
=0AX+0Ay =0

L'écart entre le plan et la surface, mesuré parallelement a I'axe des z, est e = Af-df = Af- 0 = Af =
accroissement total de f

Af (X, Y5 AX, Ay) =

f (x+0x, y+ay) -f (x,y) :\/r‘z— (X+AX)2— (y+Ay)2 —\/r-z_)(Z_y2

Af (0, B; AX, Ay) =F (0+AX, O+Ay) —F (0, 0) =+/r2-Ax?>-Ay? -

Numériquement, en métres,

Clear[r, Ax, Ay];
|_efface

'\/r‘z—sz—Ayz -r/.{r-6.371-10°, ax - 80, Ay - 80 }

-0.00100455
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Dans l'interprétation a), dans les coins, le terrain est 1 mm plus bas que dans l'interprétation b).

Exercice 5-7
En utilisant une méthode élémentaire, on résout I'équation Am =0, c'est-a-dire
m(r+ar)2 (h+ah) (o+28p) -nrPhp=0 d'inconnue  Ar

qui est du deuxiéme degré en Ar. Par contre, en partant de I'équation dm =0, on obtient une équa-
tion du premier degré en Ar car la différentielle est linéaire en Ar.

Dérivées partielles

— (7Tf‘2h0> =2nrhp

or

0

oh (Hrzhp) =ar?p
o

o <7Tr‘2h,0) =nr?h
o

La différentielle totale est nulle

dn=2nrhpar+nripsh+nriharp =0

-nnripah-nr2hap -rpah-rhap
AP = =
27rhp 2 hp
AP - pAh - haAp
ro 2 hp

Calcul numérique
. . - pAh- hap
Simplify[ ———— /. {ap » -0.007 p, Ah > 0.603 h} ]
0.002

Réponse : le rayon doit augmenter de 0.2 %.
A titre de comparaison, résolvons le probléme directement

Clear[Ar];

Solve[r (r+ar)? (h+ah) (o+ap) -7r’hp==0, ar]

{{Ar‘e (—hr‘Ap—r‘AhAp—hr‘p—r‘Ahp—\/h2r‘zAp,o+hr‘2AhApp+h2r‘2,02+hr‘2Ah,o2 )/

(hAp+AhAp+hp+Ahp)},

{Ar‘e [—hr‘Ap—r‘AhA,o—hr‘p—r‘Ahp+\/hzr‘zApp+hr‘ZAhA,o,o+h2r‘zpz+hr‘2Ah,o2 ]/

(hAp+AhAp+hp+Ahp>}}
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Solve[n (r+Ar)? (h+Ah) (o+8p) -nrhp==0, Ar‘] /. {6p » -0.007 p, Ah - 0.003 h}

1.00404 (70.995979 hrp-0.997987 +/ h? r2 p2 )
{{Ar‘e },
hp
1.00404 [—0.995979 hrp+0.997987 1/ h? r2 p2 )
{Ar‘e }}

hp

Les conditions r> 0 et (r + Ar) > 0 nous imposent d'éliminer la premiére solution.

Solve[r (r+ar)? (h+ah) (o+a8p) -nr’hp==0, ar][[2]] /. {A0 > -0.007 p, Ah > 0.003 h}

1.00404 (—9.995979 hrp+0.997987 +/ h? r2 p2 ]

{Ar‘e ho }

1

Ar = —1.0040372337167751" (—0.9959789999999998‘ hrp+0.9979874748713031" w/ h? r2 p? ) 3
hp

Simplify[ar/r, (h>0, p>0, r>0}]

0.00201658

Les calculs a faire sont nettement plus lourds et les formules sont beaucoup plus compliquées.
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