Marcel Déléze
Edition 2017

Théme : Nombres complexes
Lien vers les énoncés des exercices:
https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/complexes/2-complexes.pdf

Package Tableaux

Le package Tableaux offre diverses procédures pour afficher des tableaux incluant les titres de
lignes et de colonnes, le formatage des cellules et la possibilité de tourner le tableau d’un quart de
tour.

Pour avoir accés au package, il suffit de connaitre son adresse web:

Needs ["Tableaux™ ",
"https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/packages/Tableaux.m"]

Pour ne pas oublier d'exécuter ces instructions au début de chaque session de travail, il est con-
seillé de déclarer les instructions Needs comme étant des cellules d'initialisation. Pour ce faire,
sélectionnez les cellules voulues puis passez par le menu

Cell / Cell properties / Initialization cell

Corrigé de l'exercice 2 - 1
Partie a) Posons

X =x1+1xp ou X1, X2 €ER
y=vyit+tiy ou Yir Y2 €R
z=2z1+1 2z, ou z1, Z2€R
D'une part,
X(Yy+2z) = (Xa+1ixa) ((yr+iy2) +(z1+122)) = (Xe+1Xa) ((y1+21) +1(y2+22)) =

(X1 (Y1+21) —X2 (Y2a+2Z2)) +1 (X1 (Y2+22) +X2 (Y1+21)) =
(X1 Y1 +X12Z1-XaY2—X22Z2) +1 (XgY2+X12Zy+XaY1+XpZ1)
D'autre part,
XY+XZ= (Xg+1X2) (yr+1iys) + (Xg+1ixp) (z1+123) =
((X1Y1-X2Y2) +1 (X1y2+Xay1)) + ((X121-X22Z3) +1 (X122+X221)) =
(X1Y1-X2Y2+X121-X22Z3) +1 (X1Y2+Xay1+Xq2Zp+X21)

On observe que les deux expressions sont égales quels que soient les nombres complexes x, y et z.

Partie b)
. a-ib . a . (-b)
Z1Z, = (a+1b) :(a+1b)( +1 ]:
a? + b? a% + b2 a% + b2
a (- b) ) (-b) a az+b>2 @
a -b )+1 a +b ]: +1 =
a2 + b? aZ +b? a2 + b? a2 + b? a2 + b? a2 + b?
Partie c) Posons
z=x+1y ou x, YER
zr=x1+1vy: ou X1, Y1ER
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Zy, =Xy +1 ys ou Xy, Y2 €ER
Z3+23= (Xa+1y1) + (Xa+1y2 ) = (X1 +X2) +1 (y1+Y2)
Re (z1+2;) =Re ((X1+Xz) +1 (Y1+Y2)) =X1+X2=Re (z1) +Re (2,)
Im (z1+2p) =Im ((Xe+Xz2) +1 (Yr+Y2)) =y1+Y2=1Im(z1) +1Im(2;)
pz=p (x+iy)=(px)+1(py)
Re (pz) =Re ((px) +i(py)) =px=pRe(z)
Im(pz) =Im((px)+i(py)) =py=pIm(z)

Corrigé de l'exercice 2 - 2

Posons
z1 =%, +1y1 ou X1, V1 ER
Zp, =Xy +1 yo ou Xy, V2 ER
D'une part,
T) xp+iyr) [ (xa+iy1) (XziYZ))
2] \xa+iys) [ (xa+iys) (xo-iys) )
(XaXz+Y1y2) +1 (YyiXa-X1Y2) | [(XaXa+Y1Y2 iY1X2*X1Y2 -
X3+ 3 3ey3 . By ]
X1X2+Y1Y27iY1X2—X1YZ:X1X2+Y1YZ+iX1YZ—Y1X2
X3 +y3 X3 +y3 X3 +y3 X3 +y3
D'autre part,

Z; X1-1yi

Z, Xa-1y;

(X1 -1y1) (X2+1y>) (X1 X2 +Y1Y2) +1 (X1Y2-Yy1X2) X1 X2 +Y1Y2 i X1 Y2 - Y1 X2
= +

(X2 —1y2) (X2 +1iyy) X3 +y3 X3 +y3 X3 +y3

Les deux expressions sont égales quels que soient les nombres complexes z4 et z5.

Corrigé de l'exercice 2 - 3

1+21i  (1+24) (1+24) (1+1-2%2)+1i(1x2+2+1) -3+4i 3 4
1-21i (1-21i) (1+21) 124 (=2)2 T s T s5'ts
1 1-21i 3+1
(1+21) (3-1) (1+21i) (1-21) (3-1) (3+i)
(1-21) (3+1) (1%3+2+1)+i(1%1-2%3) 5-5i 1 1
5410 ) 50 " se 18 1
2 —2(1+i\/?) —2<1+i\5> 2-2+/3 i 1 /3
1-1v3  (1-i43) (1-143) 1. (v3) 4 2 2
Corrigé de l'exercice 2 - 4
Posons
z1=a;+1b; ou ai, b1 eR
Zo =ap+1by ou as, b eR
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On a

Zq a1+ib1 (a1+ib1) (azfib2> (a1 a2+b1 bz) +1i (bl dy —dj bz)

Zy a2+ib2_(a2+ib2) (azfib2> a§+b§

Corrigé de l'exercice 2 - 5

a) Appliquons la régle de I'argument du produit qui a été démontrée dans le cours :

Arg (pz) =Arg (p) +Arg (z) =0 +Arg (z) = Arg (2z)

b) Appliquons la régle du module du produit qui a été démontrée dans le cours :
1 1
1= 1) = Z — | = | Zy | —
Zy Zy

Il s'ensuit que les deux derniers modules sont inverses, c'est-a-dire

1 1
Zy - I Zy |
c) Appliquons la régle du produit et la régle b) ci-dessus
Zq 1 1 1 | Z1 |
— | = | 21— | = 1211 — | = 1 Z1 =
Z) Z) ‘ Z) I Zy | I Zy |
d) Appliquons la régle de I'argument du produit qui a été démontrée dans le cours :
1 1
@ =Arg (1) =Arg |z, —| = Arg (z;) +Arg (— (mod 2 )
Z3 V4]

Il s'ensuit que les deux derniers arguments sont opposés, c'est-a-dire

1
Arg (—) = -Arg (z2) (mod 2 1)
Z3
e) Appliquons la régle du produit et la régle d) ci-dessus
z 1
Arg (i = Arg (zl —) = Arg (z1) +Arg | — | =Arg (z1) - Arg (z,) (mod 2 1)
Zy Zy Z3
Corrigé de l'exercice 2 - 6
a) Module et argument
|wil=|zi|=1]z ]| |1|=1]z | 1=]z|

Arg (w) =Arg (z i) =Arg (z) +Arg (i) =Arg (z) +§

b) Construire w

O

Interprétation géométrique : la multiplication d'un nombre complexe par i
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zZ - z1

consiste en une rotation dont le centre est a l'origine et dont I'angle est §

c)
| w | = ‘212‘: ‘z | (\i|)2: ‘Z | 12 = | z |
Arg (w) = Arg (z 12) =Arg (z ) +2Arg (1) =Arg (z) +2 §=Arg (z) +7t
z
(0]
w
Interprétation géométrique : la multiplication d'un nombre complexe par i?
z - zi?
consiste en une rotation dont le centre est a I'origine et dont I'angle est 7.
d)
lwl=]zi’|=]z | (|iD?= ]z | 1P= |2z |
Arg (w) =Arg (z i’) =Arg (z ) +3Arg (i) =Arg (z) +3 g:Arg (z) +32—7T

Interprétation géométrique : la multiplication d'un nombre complexe par i

z e zid

consiste en une rotation dont le centre est a l'origine et dont I'angle est 32—"

Corrigé de l'exercice 2-7

a) Somme de deux nombres complexes w=2z4+ 2z
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b) Translation Zm»Zz+ b
z3+b
3’
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/ b b
/ Zo+ Z1+
(] 2- 10
Z3 / ’
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
, ,
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
] ]
Z2 Zq
.
o)

Corrigé de l'exercice 2 - 8

a) Sans ordinateur

21| = | 2-23 | =~/22+(-2)% =/8 =2+2

= - t 1
2) arctan (1)

(22 = [1-0V3 | = [12+(V3)® =4 =2
V3

= —arctan (\E)

Arg (z1) = Arg (2-21) = arctan

Arg (z,) = Arg (1- i+/3 ) = arctan

|2122|:|Zl|‘22‘:2\/22:4\/2

Al"g (21 22) zAr‘g (21 ) +Ar‘g (Zz) = - — +
Z ’ oz
Z3 | Z2 |

z

Arg (—1) = Arg (z1) - Arg (22)

Z)

b) Avec Mathematica
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z1=2-21
2-21

Abs[z1]
22
Arg[zl]

U

z2=1- 143
1-1+/3

Abs[z2]
2

Argl[z2]

T
3
Abs [z1 z2]
42

Simplify[Arg[zlz2]]

7

12
z1
Abs | —
s[~]
V2
z1
Simplify [Arg[— ]]
z2

Tt

12

Corrigé de l'exercice 2-9

z elor .
_1 - P1 - ,0_1 el (01-02)

z, el py

Corrigé de l'exercice 2-10, sans ordinateur
7 = (\/? N 1) 1967
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|z|:(‘x/?+]1‘)1967:21967

Arg (z) = 1967 Arg (/3 +1i) = 1967 arctan [
T
;1967g = (164 % 12 - 1)
T T
= 164« 21— — = -—
6 6
.o JT T
z =21967 ¢ g = 21967 (cos (—— +1 sin ——))
6 6
:21967 { 3 _EIJ :21966A/3 _]'121966
2 2

Exercice 2-10, vérifications avec Mathematica

Vérification de la réponse

donnee = (\/? + 1'1)19675

reponse = 2196 4/3 _ j 21966,

Simplify [Expand [donnee] - reponse]
0

Vérification de quelques calculs intermédiaires

Abs[V/3 +i]

Ar‘g[\/?ni]

Tt

7 < (ﬁ+i)1967;

Abs[z]
21967

=

Arg[z]

oy

Re[z]
Abs[z]
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Im[z]
Abs[z]

Im [21966 \/? _ 4 21966 _ z]

Exercice 2-11

Sans ordinateur

R 1-1 (X+1Yy) 0 R l1+y -1X
e|— | = e =
1+Ji(x+j1y)) - (1y+1’1x
: (1-y -1ix)
= Re | (1+y -1X) -0
(1-y+1x) (1-y-1ix)
1-v i
= Re (1+y—jx)w =0
(1-y)?+x?
- Re (1-y) (T+y) -x* +1 (-x (1-y) + (1+y) (-X)) o
(1-y)2+x?
((1—x2—y2)+j(—2x)
= Re =
(1-y)2+x2
1- 2 _ 2
— [Xy@J
(1-y)?+x?
= [(1-x-y’-o et (x,y) % (0, 1) |
= (xeyr-1 et (X, y)# (0, 1) )

Dans le plan R?, il s'agit du cercle de centre (0, 0), de rayon 1, duquel on a retiré le point (0, 1).
Dans le plan complexe,
{zeC| 1z1=1 e z#1i}

Résolution avec Mathematica (non demandé):

1-3 ,
ComplexExpand [Re | M] ] =
1rd(x+iy)
1 X2 y2
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1-i (x+1y)

Reduce [Re| =@AX € Reals Ay € Reals, {x,y}, Complexes]

led(x+iy

(x = -18&y = @) || (71<x<0&& [y:,ﬂ/l,xz Uy J1e
e<X<1&&[y::—«l1_xz ||y::”'1—X2

(x =08y =-1) || || (x =188y == 0]

Corrigé de l'exercice 2-12

Sans ordinateur

1+1+3
zZ= ——
1-1
1+i+3 Ja
2] = | . . =v?e
|1-1 | V2
7T Tt 7T
Arg (z) =Arg (1+1i+/3 ) -Arg (1-i :-——(—-—):-——
g (2) g(1+1iV3)-Arg (1-1) 3 4] 12
z-v2 e n
N inln 7T o 77
z“:(ﬁ) e 12:(\/7) cos n—)ﬂlsm n—]]
12 12
7
Re (") = (/2 )" cos [n -]
12

77
Im (z") = (V2 )n sin (n —)
12
Z" est réel si sa partie imaginaire est nulle:
77 7
sin(n—):@ = n — =k, kez
12
12
= n=k —, kez
7
Pour que n soit un entier, il faut que k soit un multiple de 7. Le plus petit entier positif n correspond a
k=7.1ls'agitde n=12.

Z" est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle:

7 77 7 (1+2k)
cos n—):@ = n—-= —+kmn=z ———, kez
12 12 2 2
6
= n= — (1+2k), kez
7

Pour que n soit un entier, il faut que (1 + 2 k) soit un multiple de 7. Le plus petit entier positif n
correspond a k= 3. |l s'agit de n=6.

Avec Mathematica

1+143
1-i
(3+j—) (1“1\5)

2 2
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Abs [Z]

V2

Arg[z]

7+ ArcTan | +\/?}
1-+/3

Z" est réel si sa partie imaginaire est nulle; c'est le cas pour n=12

tabl = Table[ (V2 "sin[n n , {n, 1, 20}
12

(1+ﬁ), “1, -2, 2+/3, 2(71+ﬁ), —8,4(—1+\/?),8\E, ~16, -16, 16 (1+ﬁ),
_32 (1+\/?), 64, 128, -128+/3 , -128 (_1+\/?), 512, - 256 (_1+\/?), -512/3 }

( 1
2

0,

First[Position[tabl, 9]]

{12}

Z" est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle; c'est le cas pour n=6:

tabl = Table \/7 "Cos[n 7—7r , {n, 1, 20}
12

{l (Lﬁ), -3, 2,2, 72(1+ﬁ),0,4(1+ﬁ), -8, -16, 16 /3, 16(—1+\/?),

2

_64, 32 (-1+\/?), 64+/3, 128, -128, 128 (1+\/?), 9, - 256 (1+\/?), 512}

First[Position[tabl, 9]]

{6}

Corrigé de I'exercice 2-13

Partie a)
1 1 1 Zy + 77 Z1 + 2y
—_— = — + — = =
z Zq Zy Z1 2y Z1 2y
212
Z =
Z1 + Zy
7 Z1 2 | 2122 | | Z1 | | 22|
Z1 + 2o | Z1+ 27 | | Z1+ 25 |
Z1 2H
Z = =
Z1+ 2y
2123 (Z1+23) 212 (Z1+ Z3) 217122 +2122Z; (| z1|)%2z2 421 (| 22 ])2
(21 +22) (21 +22) (| Za+2Z2])2 (| z1+22 )2 (| z2+22])?
(| z1|)?Re (z2) +Re (z1) (| 22 |)?
Re (z) =

(|z1+22])?
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(| z21)2Im(zz) +Im(z1) (| 22 |)?

Im(z) =
(|z1+22 )2
Partie b)
2 121 | | Z2 | Ja%+b% Ja%+b% (a2 + b2) (ad+b3)
| Z1+ 22 | (a1+a2)2+(b1+b2)2

(| z1|)%22 +21 (| 22 ])2

\/(31+az)2+ (by +by)?

(a3 +b%) (ax+1by) + (ax+1iby) (a+bj)
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Z = =
(| z2+22])? (ap+a2) %+ (by+by)?
(a3 +b%) a, +a; (a3 +b3)
Re (z) =
(a1 +az) 2+ (by+by)?
(a3 +b3) by + by (a3 + b3)
Im (z) =
(ap+a2) %+ (b +by)?
Partie c)
21273
Arg (z) = Arg = Arg (z12) -Arg (21 +2) =
Z1+ Zy
Arg (z1) +Arg ( z) -Arg (z1 + 23) (mod 2 1)
z 27, +2 z 2
Ar‘g(z):Ar‘g[H 11)%22 +21 (] Z2|) )
(| z2+22])?
Arg (( | z1 )22 +21 (| 22 [)?) (mod 2 )
Arg (z) = Arg ((al+b}) (az+iby) + (ap+iby) (a3+b3) ) (mod 2 1)
Corrigé de l'exercice 2-14
Calculs sans ordinateur
[2 5.)2 (22 55 (25 52) 1 10
a=|—+—1 = |- === = +1 |——+——| =-—+ —1
3 6 33 66 36 63 4 9
L 1. = oy 2-2%4 36[2 5.) 24 301
- - = - N Bl
21 2171 (] z1])? <a>2+(5)2 41 \3 6 41 4
3 6
z, 277 1 73617.)(2 5
C=—= = 27271 = — |—+ —1 —— —1| =
21 7271 (|21 )2 41 \2 3 3 6
36 12 75 72 15 36 (41 411
2 (333230 E () e
41 23 36 33 26 41 \18 36
Zy 1 36 (1 7 18 841
d= = 2277(7 7'):7+
2121 (| z1])? 41 \2 3 41 41
Z1 Z1Z; 1 1 2 5 1 7
e = Re —): e — | =Re z1Z;| = Re (—+—1] [———J‘L) =
z; 2,72, (|2z2]) (1)2+<1>2 3 6 2 3
2 3
36 2 5 1 7 36 (21 57 2
NSRRI
205 3 6 2 3 205 '3 2 63 5
2
.F:Reul):E:A'_
Re (z3) % 3
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7 1,7
g=1Im : = Im 2 12 35 7 ]
-7 (5-3)+i(5-3)
(3+13) (g+ %) 18 1
Im T2 T = ZI—Im —+1
(5) +(3)
h - Im (z3) - %
Im(z1) -Re(z) 5.1

Calculs avec Mathematica

2 1
Zl=—+—13;22=—+ —1i;
3 6 2 3

a=1z12
1 101
—+

4 9

z2
d=

z1 Conjugate[z1]
18 841
- +
41 41

z1
e = Re| —
5]
2
5

Re[z1]
Re[z2]

w b

z2
z1-2z2

]

g=1Im[

N |

=1Im

w||—\|w|\|
Il
N
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Im[z2]
Im[z1l] - Re[z2]

h =

7

Représentations graphiques
Coordonnées polaires {| z|, Arg(z)}

N[{Abs[z1], Arg[z1] /° "°"}]
{1.86719, 51.3402 °}
N[{Abs[22], Arg[z2] /° "°"}]

(2.3863, 77.9052 °}
|28 | =(|2z1])?

Arg (z%) = 2Arg (z1) (mod 2 77)

N[{Abs[a], Arg[a] /° "°"}]

{1.13889, 102.68 °}

1 1
Zq - | Z1 |
1
Arg (—) = - Arg (z1) (mod 2 71)
Z3
N[{Abs [b], Arg[b] /° "°"}]
{0.937043, -51.3402 °}
2 ‘ oz
Zy | Z2 |
z
Arg _1) = Arg (z1) - Arg (z,) (mod 2 71)
Z3

k = %; N[{Abs [k], Arg[k] /°"°"}]

(0.447214, -26.5651 °}

L'étudiant doit étre capable de réaliser les graphiques sans ordinateur, avec la régle et le compas.
La réalisation du graphique avec Mathematica n'est pas demandée.
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Z2

Z

Z4

R
Z4
z2
1
Z4
Exercice 2-15
a) Résolution sans ordinateur
5z=81z+81-51i
z(5-81) =81-51
81-51i
z=———=5+71
5-81
Résolution avec Mathematica
Clear[z];
Reduce[5z==812z+81-51, z, Complexes]
z=5+71
b) [Sans ordinateur] Ecrivons l'inconnue sous la forme cartésienne z=a+ib (les inconnues

sont a et b ou a et b sont réels):
z+217Z=8+71
(a+ib)+21 (a-1b) =8+71
a+ib+2ia+2b=8+71

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles sont égales et leurs
parties imaginaires sont égales:
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a+2b=8 et b+2a=7
a=2 etb=3
z=2+31

Résolution avec Mathematica
Reduce[z + 2 i Conjugate[z] == 8+ 7 1, z, Complexes]
z==2+31
c) [Sans ordinateur] Ecrivons l'inconnue sous la forme polaire z = p e ¢ (les inconnues sont p
et @ ou p est un réel non négatif et @ un réel défini modulo 2 71):
(D et “J) 21+
prel?v =1+1i
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs modules sont égaux et leurs argu-
ments sont égaux modulo 2 7.

JT
0% =1/2 et 2<p—z+k27T, k € z

1 Tt
o=2+ et go:§+k7(, k e 7
ce qui nous donne deux solutions modulo 2 7t
1 VA 7 7

p=2+ et 1= —, P2=-—
8 8

sein 7))

donc deux solutions complexes

zlzziej%:x“/z (cos(

Tt

1 .7 77T 7
Zz,=2:e "% =~/2 |cos |- —| +1sin [—?]]
Résolution avec Mathematica

es = Reduce[2z? = 1+1, z, Complexes]
z=-V1+1i ||z=+V1+1i
Map [ComplexExpand, es]

U VA Tt JU
z=-2Y4Cos[—] -12Y4sin[~] || z=2Y4Cos|[~]| +12¥*Sin| ]

8 8 8

U VA Tt JU
z=-2Y4Cos[—] -12Y4sin[~] || z=2Y4Cos|[~]| +12Y*Sin| ]

8 8 8 8

U VA Tt JU
z=-2Y4Cos[—] -12Y4sin[~] || z=2Y4Cos|[~]| +12Y*Sin| ~]

8 8 8 8
d) [Sans ordinateur] Ecrivons l'inconnue sous la forme cartésienne z=a+ib (les inconnues
sont a et b ou a et b sont réels):

1
z+—=1
z
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z2-z+1

z

(a+ib)2-(a+ib)+1 0

a+1b
(a2-b?>-a+1)+i (2ab-b) =0 et (a+ib) +0
Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle est nulle et sa partie imaginaire est
nulle
a’-b%>-a+1=0 etb(2a-1)-=0

Résolvons d'abord la deuxieme équation. Pour b =0, la premiére équation n'a pas de solution. pour

a= ;— la premiére équation admet deux solutions b== 32E Les solutions sont donc
1 V3 1 V3

{z - —+1 yZ—> —-1 }
2 2 2

Résolution avec Mathematica

es = Reduce[z +

1
= ==1, z, Complexes]
z

z = (71)1/3 [|z=- (,1>2/3

Map [ComplexExpand, es]

2 2 2 2

Exercices 2-16 c)

k

Calculons d'abord sans ordinateur. i est une suite géométrique de raison g =i dont la somme des

termes est donnée par (voir Formulaires)

n n
Dl Dld=gq

=
k=0 1-g k=1 k=

>

lfqul - liqn
=q 1 g 5

1

k

q
1

Compte tenu que i*=1,ona *=1 et #°=i, donc

25 171125 1-1

Vérifions avec Mathematica :

2
]ll.k
k=1

i

Exercices 2-16 d)

Calculons d'abord sans ordinateur.

20
Z(].Jr]l)k: (1+1)%+ (1+1)r+ (1+1)2+ ...+ (1+1)2®
k=0

(1+10)¥ est une suite géométrique de raison g=1+i dont la somme des termes est donnée par
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(voir Formulaires)

20 1- 21 1- (1+1 21
qu: “ ( : > 71'1(17(1+11)21> ou
k-0 1-q -1

(1+1)2 =

( /2 e%)n Z 92172 gy B (211) | 92172 i (370 _ 52102

COS{—% <3n>} +]151n[-% (37()}] -

1 1
221/2 { 3ﬁ)}+i$in[—z(3ﬂ)]):
1 1
22172\ g 222 (375,427 =-210_ 4210 _ 192411024
A2 N2
donc

20
(1+1)K=1 (1-(-1024-11024)) =i (1025 + 1 1024) = -1024 + i 1025
k=0
Vérifions avec Mathematica :

20

Z 1+1

k=0
-1024 + 1025 1

Exercices 2-17 h)

Calculons d'abord sans ordinateur. (1 - )% est une suite géométrique de raison g=1-i dontla
somme des termes est donnée par (voir Formulaires)

n
)as= "

k=0

n+1 1

Compte tenu que 1—i=\/?(cos( &) +isin(-7)), on a

(1-0)" =(\/;)1 (cos(-2 =) +isin(- 13")) 64 (ﬁ(cos(f)dsin(i—"))) =64 (-1 +i), donc

12 (1-1)13-1 (-64+641) -1
Z(l—j)k: - - (-65+641)i=-64-165
£ (1-1) -1 ~i

Vérifions les résultats des calculs faits a la main avec Mathematica

12

Z (1-1)"

k=0
-64-651

Exercices 2-18
Utilisons la relation ¢3¢ = (ae”"”)3

Clear[¢]; ComplexExpand[e®?¢]

Cos[3¢] +1Sin[3 ]
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Expand[ (Cos [¢] + 1 Sin[ ¢])°]

2 3

Cos[p]®>+31Cos[p]?Sin[w] -3Cos[p] Sin[p]%-1Sin[y]

En comparant les parties réelles et imaginaires, on obtient les formules d'addition d'arcs (voir
Formulaires)

cos (3 ) =
cos® () -3 cos (¢) sin® (¢) = cos (¢) (cos? (¢) -3sin’ (¢)) = cos (¢) (4cos? (¢) -3)

sin (3 ) =
3 cos? (¢) sin (¢) -sin® (¢) = sin (@) (3 cos? (9) - sin? (¢)) =sin (o) (3—4sin2 (0))

Exercices 2-19

Selon les indications,

JT JT
cos (—) cos (—
3 4

oy 12 N3 N2 V2 446
+51n(§)51n(4) =

Vérifions les résultats des calculs faits a la main avec Mathematica

JT
c —
05[12]

1+\/?
22

Exercice 2-20

a) Produit de deux nombres complexes

L'argument du produit est égal a la somme des arguments. On peut donc construire, a la régle et au
compas, la demi-droite dirigée par cos(@1 + @2) +i sin(@1 + ¢2) qui supporte le produit.

Le module du produit est égal au produit des modules. Il faut donc expliquer comment, étant donné
deux segments de mesures p1, p2 ainsi qu'un segment de mesure 1, on peut construire, avec la
regle et le compas, un segment de mesure p qui soit égal a leur produit. Pour ce faire, basons-nous
sur le théoréme de Thalés

P1 o

1 02
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Sur I'axe des réels, disposons les points d'abscisses 1 et p2. Sur une droite auxiliaire graduée
passant par l'origine, disposons le point d'abscisse p¢. Tragons la droite qui passe par les points 1
et py ainsi que sa paralléle passant par le point p,. L'intersection de cette derniére avec la droite
auxiliaire donne le point d'abscisse p.

Il ne reste plus qu'a reporter, avec le compas, cette longueur p sur la bonne direction

Ccos(@1 + @2) +isin(Qq + @2).

b) Quotient de deux nombres complexes

L'argument du quotient est égal a la différence des arguments. On peut donc construire, a la régle
et au compas, la demi-droite dirigée par cos(¢@1 — @2) + i sin(¢@1 — @2) qui supporte le quotient.

Le module du quotient est égal au quotient des modules. Il faut donc expliquer comment, étant
donné deux segments de mesures p1, p2 ainsi qu'un segment de mesure 1, on peut contruire, avec
la régle et le compas, un segment de mesure p qui soit égal a leur quotient. Pour ce faire, basons-
nous sur le théoreme de Thalés

P1 0o

o2 1

Sur I'axe des réels, disposons les points d'abscisses 1 et p,. Sur une droite auxiliaire graduée
passant par l'origine, disposons le point d'abscisse p¢. Tragons la droite qui passe par les points p»
et p1 ainsi que sa paralléle passant par le point 1. L'intersection de cette derniére avec la droite
auxiliaire donne le point d'abscisse p.

Il ne reste plus qu'a reporter, avec le compas, cette longueur p sur la bonne direction
COS(@1 + @2) +1iSiN(@1 + P2).

Exercices 2-21

Ecrivons I'inconnue sous la forme polaire z = p e ¢ (les inconnues sont p et ¢ ol p est un réel non
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négatif et ¢ un réel défini modulo 2 r1):

(pete)’ -1

p3eide -1
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs modules sont égaux et leurs argu-
ments sont égaux modulo 2 5.

0’=1et 3¢ =0+k2m, kez

271
o=1 et (p:k?,kez
ce qui nous donne trois solutions modulo 2 7t
27T 277

p:l et (Dl:@ (02:?_‘ 03 = - —

donc trois solutions complexes
Z; = COS (@) +1sin (@) =1;

27() o (27‘(] 1 V3
+ 1 S1n + 5

Z, = COS | — — | =-—+1 5
2 2

27T) . 27T] 1 V3

z3=C€0S |-— | +1sin |- — by ]lT

Contrélons le résultat avec Mathematica

Clear[z];

Reduce|[z® = 1, z, Complexes]

z=1|z=-(-1)"||z=(-1)%?

es = Apply[List, Reduce[z? = 1, z, Complexes]] /. Equal[z, vX_] - vx

{1, B (71)1/3’ (71>2/3}

ComplexExpand[es]

— sy —— +

2 2 2

111\/? 1 i3
2

2
b)

p = Table[{cos[ 22 t], sin[ 22 t]}, (t, @, 2}]
3 3

(o (-1 8, 2, )

2 2 2
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Graphics[{Circle[{0@, O}, 1], PointSize[0.02 ], Table[Point[p[jl], {j, 1, 3}1,

Table[Line[{{0, 0}, pIjl}1, {j, 1, 3}]1}, AspectRatio » Automatic, Axes - True]

-1.0 -0.5

c)

w-=e 3 =e€

Les racines forment une suite géométrique de raison w.
Interprétation géométrique: 1 est une racine;

pour obtenir la racine suivante, on multiplie par w, c'est-a-dire on tourne d'un angle 2—’T;
et ainsi de suite.

Exercices 2-22

Ecrivons l'inconnue sous la forme polaire z = p et ¢ (les inconnues sont p et ¢ ou p est un réel non
négatif et ¢ un réel défini modulo 2 r):

(pet¥)" =1

pn @Ji ne _q
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs modules sont égaux et leurs argu-

ments sont égaux modulo 2 5.

n

o"=1 et np =0+k2mr, kez
27

o=1 et o =k —, kez

n

ce qui nous donne n solutions modulo 2 7t
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27 277 275t
,O:]- et @1:0 @2:71 (03:_2.! ceey wn:T(n_]-)

donc n solutions complexes

Z =@ n;
27
=2

Z =€ n
i 2" (n-1)

Zn =€ n

27 .
i=—(j-1)
Zj: n 5
ZQ _ (eﬂ'—ufl)) ei27(3-1) _ g8 _ 1
b)
1221:
P
W= n =12y,
.27
212
wr=e'n =23
L2
213
Wwi=e'n =243
L2
_ 2% (n-1
LA S (n ):Zn

Les racines forment une suite géométrique de raison w.
Interprétation géométrigue: 1 est une racine;
pour obtenir la racine suivante, on multiplie par w, c'est-a-dire on tourne d'un angle 27";

et ainsi de suite.

c) Figure pour n=12

n=12;p-= Table[{Cos[z—"t], Sin[z—"t]}, {t, 0, n-1}]
n n

V31 1 /3 1 V3 V31

{{1, 0},{—2 ) 2}, {2, Py 1 10, 13, { . b | Py ,2},
V3 l l _\/3 B 1 _\/3 3 _l
{—1,0},{——2 ,—2},{— s -— ), {8, -1}, {=, Py },{—2 s 2}}
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Graphics[{Circle[{O@, O}, 1], PointSize[0.02" ], Table[Point[p[jl], {j, 1, n}1,

Table[Line[{{0, 0}, pIjl}1, {j, 1, n}]}, AspectRatio » Automatic, Axes - True]

Exercices 2-23

Ecrivons l'inconnue sous la forme polaire z = p et ¢ (les inconnues sont p et @ ou p est un réel non
négatif et ¢ un réel défini modulo 2 r1):

i 3 .
(oete)’ =i
R ERS T
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs modules sont égaux et leurs argu-
ments sont égaux modulo 2 5.

7T
03=1 et 3(,0:E+k27(, k € z

ce qui nous donne trois solutions modulo 2 7t

7T 57 7T
p=1 et Qop1=—, 2= —, P3=-—
6 6 2
donc trois solutions complexes
7T . 7T V3 1
zlzcos(—)+1'151n —): +1 —;
6 2 2
57 . 57t V3 1 7 T
Z, = COS +1sin | —| = - +1 —; zgzcos(—— +151n(——):—1
6 2 2 2

Contrélons le résultat avec Mathematica
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Clear[z];

Reduce|[z® = i, z, Complexes |
1 1
Z:,sz:_(j,ﬁ) |\z::—(j+ﬁ)
2 2

es = Apply[List, Reduce[z? == i, z, Complexes]] /. Equal[z, vX_] - vx

(-1,

N |-

(i3], 3 (1v3))
ComplexExpand[es]

i A3 i A3
[-1, =, =,
2 22 2

}
b)
Tab1e[{Cos[7r 27rt] sin[7r 2"t]} {t, 0, 2}]
= -+ 1, -+ ) » 9,
P 6 3 6 3
(" 2L (5 2L e o)
2 B 2 El 2 B 2 3 ]
Graphics[{Circle[{0, O}, 1], PointSize[0.02" ], Table[Point[p[jl]1, {j, 1, 3}1,

Table[Line[{{0, O}, pIjl}1, {j, 1, 3}]1}, AspectRatio » Automatic, Axes - True]

051

Exercices 2-24 [Facultatif]

Pas de corrigé disponible.
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Exercices 2-25

Remarquons d'abord que

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
ik 1 -1 -1 1 i -1 -1 1 1 -1 -1
(i (ﬂ)k in | 22| _ irnd piod in® | A i Jisa in® _ e B it
6 36 216 1296 7776 46 656 279936 1679616 10077 696 60466176 362797056
Plus généralement, pour k € Z, on a
(1g)* =gtk
(]]_ (D>4k+1 -1 (p4k+1
(]]_ (p>4k+2 - _ (p4k+2
(J]_ (p)4k+3 - 1 (p4k+3
On en déduit

(19)® (ig)” (1e)® (1e)® (1) (i

. , (i) (ig)® (i9)* (ig)®
e'’=1+10¢+ + + + + + + + + + +
2! 3! 4 5! 6! 7! 8! 9! 10! 11!
2 03 ot ©° ©° o’ 8 ©° ote o1
=l+ip-—-1i —+ —+i—-—-1—+—+1 —-—-1 + .
! 31 4! 51! 6! 7! 8! 9! 10! 11!
2 w4 ws wS (019 ) (,03 (05 w7 (,09 wll
=|l-—+ — - —+ — - e+l |- —+ — - — + — - +
! 41 6! 8! 10! 3! 5¢ 71 91! 11!

=cos (¢) +1sin (o)
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