Marcel Déléze
Edition 2017

Théme : Calcul d' erreur
Lien vers les énoncés des exercices :
https://www.deleze.name/marcel/sec2/applmaths/csud/calcul_erreur/1_a_2-calcul_erreur.pdf

Corrigé de l'exercice 1 -1 [sans ordinateur]

Calculons d'abord la valeur
R=Acos (p) =0.3cos (27 °) =0.2673

Calculons ensuite les dérivées partielles

R 5} A 5] A

_= — cos = COS —_— = COS

YT ( (0)) (@) oA (A) (9)
R 5} 5] ) )
— = —(Acos (¢)) =A — (cos (¢)) =A (-sin (¢)) = -Asin (o)
dp Dy oy

Substituons dans la formule de Gauss-Laplace
A =0.02A=0.02+0.3 =0.006

JT
Ap=1°=—~0.0175 [radians]
180

AR = \/ (cos (@) AA)Y2+ (—Asin () Ap)? =

J (cos (27 °) ©.006)2% + (-0.3sin (27 °) 9.0175)% = 0.00585

La réponse est arrondie a un ou deux chiffres caractéristique(s) :
R ~0.267 +0.006

Corrigé de l'exercice 1 -1 [avec Mathematical
Calculons d'abord la valeur

valeurs = {A -5 0.3, ¢ » 27 °};

erreurs = {AA -5 0.02A, Ap > 1°};

R =ACos[¢] /. valeurs

0.267302

2 2

\ (8a (ACos[e]) 2A)2+ (8, (ACos[o]) a0)

\/AAZ Cos ]2+ A% Ap?Sin[p]?

AR = \/ (6n (ACos[e]) AA)2 + (8, (ACos[e]) A(p)2 /. erreurs /. valeurs
0.0058507

La réponse est arrondie a un ou deux chiffres caractéristique(s) :
R ~0.267 +0.006
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Corrigé de l'exercice 1 - 2 a) [sans ordinateur]
Calculons les dérivées partielles
e} e} 3m 3m O 3m -9m
) e ) e (3
ar  or \4 3 47 dr 47 4t
op o} 3m 3 o} ) 3
_ = — (M =
oam  om \ 4 ;3 47tr3 Om 43

Substituons dans la formule de Gauss-Laplace

-9m 2 3
AD = APl + Am
4yt rt 453

2

Calculons I'erreur relative sur p en fonction des erreurs relatives sur ret m:

“9nm 2 3 2
Ap (o or) "+ (o om) -9m 43 2 3 4nr3 )2
— = = Ar Am| =
0 (3m )2 47rt 3m 47pr3 3m
4 71 p3

-3 2 1 2 APy 2 Am Y 2

— AP +|—2Am| = 9(7 + | — :\/9<e.@2)2+<e.ee5>2 ~ 0.0602

r m r m

La réponse est arrondie a un ou deux chiffres caractéristique(s) :
IiVe)

Corrigé de l'exercice 1 - 2 b) [Calcul numérique avec Mathematical

erreurs = {Ar - 0.02r, Am- 0.005m};

Erreur absolue
2
m m

or Ar| + [On

43 43

3 3

9 Am? 81 m? Ar?

+
16 712 r® 16 52 8

Erreur relative

o (225) o)+ (oo [z25) )

/. erreurs

0.060208

La réponse est arrondie a un ou deux chiffres caractéristique(s) :
Ap
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Corrigé de l'exercice 1-2 c¢) [Calcul littéral avec Mathematical

m

D=4
23
3

3m

4773

Erreur absolue

m ]Ar]z+[am[_m 3]Am]Z, {m>0, r>o}]

Ap = Simpli-Fy[ [6,. [ "

3/ r2 am? + 9 m2 Ar2

4 7t

Erreur relative

. . . Ap
ip = Simplify[—, {m >0, r > 0}]
o

v r2 am? + 9 m2 Ar?

mr

Corrigé de I'exercice 1 - 3 a) [sans ordinateur]

Calculons d'abord les valeurs z1, zo, z3
1.34 »4.342

Z1 = ~ 934,804
0.027
1.36 % 4.352
Z;= — ~1029.38
0.025
1.35 % 4,342
Z3= — ~978.002
0.026
Calculons les erreurs Az, Az, Az
o (ab? b2 o b2
[ = — —(a - —
da C c Oa C
o (ab? a o a 2ab
_ :77(b2):72b:
ob C c 0b C C
o (ab? o) —ab?
— | —|=ab> —(c?t) =ab?(-c?) =
oc | ¢ oc c?
ab2 b2 2 /2ab 2 (_ab? 2
A|—| = — Aal| + ( Ab) + AC
C C C c?

~140.3

4.342 2 12%1.34x4.34 2 (_1.34%4.342 2
) (—e.ez) | —— " 9.004
0.027 0.0272

NZq = J

0.027
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4,352 2 (2%1.36%4.35 2 (-1.36+%4.352 2
AZy = 0.03| + 44444444444479.92) + | ————0.004 =~ 166.5
0.025 0.025 0.0252
4.342 2 12x1.35%4.34 2 (-1.35%4.342 2
AZ3 = 0.03| + 44444444444479.92) + | —————0.004 ~152.3
0.026 0.026 0.0262
Calculons la moyenne
Z1+ 2+ 23 1
z = B 5—(934.8044—1029.38-+978.002)::980.729
Calculons enfin I'erreur sur la moyenne
0 Z1 + 2y + 23 1 1
7(7):*7(21+22+Z3):*
0z1 3 3 0z, 3
o 21+ 2+ 23 1 o 1
—(7):——(21+22+23):—
0z, 3 3 0z, 3
@) Z1 + 2y + 23 1 0O 1
7(7)2*7(21+22+Z3):*
0z3 3 3 0z3 3
1 2 1 2 1 21
AZ = (ngzl) + A—AZZ) +—(4—A23 = 5—\/<140.3)24—(166.5)2+7(152.3)2 ~ 88.57
Finalement
z~981 +89 ~ 980 + 90
Corrigé de l'exercice 1 - 3 b) [avec Mathematical

Calculons d'abord les valeurs z4, z5, z3

valeursl = {{a>1.34, b > 4.34, c - 0.027},
{a-»1.36, b->4.35, c>0.025}, {a»>1.35, b>4.34, c > 0.026}};

erreursl = {Aa - 0.03, Ab > 0.02, Ac » 0.004} ;
2

a
— /. valeursl
C

{934.804, 1029.38, 978.002}

Calculons les erreurs Az, Azp, Az

()] () ) -

(140.327, 166.529, 152.29}

2
Ac] /. erreursl /. valeursl

Calculons la moyenne
valeurs2 = {z1 - 934.8, z2 » 1029.4, z3 -» 978.0};
erreurs2 = {Az1 -» 140.3, Az2 » 166.5, Az3 » 152.3};

z1+2z2+23
z= —— /. valeurs2

3
980.733

Calculons enfin I'erreur sur la moyenne
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z1+22+23 2 z1+22+23
Az = [a,l (—) m) . (azz [

2 z1+22+23
—) Azz] . (aﬂ [—
3 3 3
erreurs2 /. valeurs2
88.5699

La réponse est arrondie a un ou deux chiffres caractéristique(s)
z =981 +89 ~980 + 90

Corrigé de l'exercice 2 - 1

Pour une fonction linéaire z=f(x) =ax, on a

2
I(ax) = —(ax)| Ax? =4/ (a)?ax® = a1 AX
OX
. I (ax) a1 AX AX
i(ax) = =1 (x)
I ax | I a | I X | I X |
Fonction affine
16) 2
I(ax +b) = (;(ax+b) AX? =/ (a)%2ax? = 1a1Ax= 1a1 I(x)
X
Fonctions puissances
1) 2
I(x?) = a—(xz) AX? =) (2X)2AX% =24/ X% AX
X
I(x?) 24/x% Ax X2 1 AX .
i(x?) = = 2 | — Ax=2_ | — Ax=2 =21i(x)
X2 x2 x4 x2 X
o 1,12 1 1) 2 1 1
I (vVx) —(xz) AX? = —x 2| Ax? = — | — AX
X 2 2 X
1% 1] 1 [1 1 1
i~ AX
i(vVx) = == | X oax=2 | = ax== = —i(x)
A/ X 2 X 2 X 2 1 X 2
1 o 2 1
I|—| = — (x3)] ax? = [ (-3x*)?ax? =3 | — ax
x3 X x8
3 is AX
(1 x x8 AX
i|—| = =3 | — AX=3 [ — Ax=3 =31 (x)
x3 | (L) | x8 X I X
X3
2
I (x") — (x™) | ax? = (nx”’l)zsz = 1ni (x”’l)2 AX
X
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i(x"

I n
I X

InoA/ (x"1)2 Ax

) ESLE )
2
AX = |

Fonctions trigonométriques

I (cos (X)) =

2
\/ @—(cos (x)) | ax? :\/(—sin (x))2ax? = 1 sin (x) | AX =
X
I (sin (x)) =
o) 2
(a—(sin (x)) | ax? :\/(cos (x))2Ax% = 1 €os (X) | AX = |
X

n-
n
1 DX .
AX = 1 N — n i = 1 n 1 1(X)
X X

1 sin (x) 1 I (x)

o 2 1 2 1 1
I (tan (x)) = — (tan (x)) | ax? = — | ax?® = AX = I (x)
Ox cos? (x) cos? (x) cos? (x)
Somme et différence de variables indépendantes
o} 2 o} 2
I(x+y) = (—(x+y) A2+ | — (x+y) | Ay? =
X oy
\/12Ax2+12Ay2 :\/Ax2+Ay2 :\/12 (x) +I2 (y)
o 2 o 2
I(x-y)-= (—(X—W AP+ | — (x-y) | ay? =
ox oy
\/12Ax2+ (-1)2ay? = \/Ax2+Ay2 :\/I2 (x) +I? (y)
Quotient de variables indépendantes
X
|- =
y
O (x))?2 O (x))?2 1)2 x )2 1)2 X )2
—| | ax?+ | — Ay? ( AX2 4+ |- —| Ay? = [ AX? + | —| Ay?
ox ly oy ly y y? y y?
1\2 x 2
Y L S A TFTERT
i|-|-= ——{— AX2+—AyJ_
y z x> \ly y?
y
1)2 1)\2 AX\2  [(Ay)2
\/ —| ax?+ | —| ay? \/ Y \/12 (x) +12 (y)
X y X y

Corrigé de l'exercice 2 - 2

Calculons d'abord la valeur
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R=Acos (p) =0.3cos (27 °) =0.2673

Utilisons successivement
la formule de propagation des incertitudes relatives sur le produit
la formule de propagation des incertitudes absolues sur le cosinus

AR
=1 (R) =
I R
AAY2 (A (cos (p)) )2 A2 (—sin (@) A )2 AA Y2
(_] + [7J = [—) + | ———| = (— + (tan (@) Kp)?
A cos () A cos ()
dans laquelle on substitue les valeurs numériques
AA T
— =0.02 Ap=1°=—~0.0175
180
AR
T i (R) = J (0.02)2+ (tan (27 °) 0.0175)2 = 0.0219
| |

L'incertitude absolue sur R vaut
AR=1 (R) IR =0.0219 «0.2673 = 0.00585

La réponse est arrondie a un ou deux chiffres caractéristique(s) :
R=0.2673+0.0059 ~ 0.267 +0.006

Corrigé de l'exercice 2 - 3

En utilisant les régles de calcul du § 2, on a

m m

i

4

3 r\3
—7r
3

\/12 m) + (31i(r))? = \/i2 (m) +91i%2 (r) = \/0.0052+9*0.022 ~0.060208 =6 %

Corrigé de l'exercice 2 - 4

Calculons d'abord les valeurs z4, zo, z3
1.34 «4.342

Z; = ~ 934,804
0.027
1.36 « 4.352
zZ;= —— ~1029.38
0.025
1.35 % 4.342
Z3=——— ~978.002
0.026

Calculons les incertitudes relatives puis absolues

b2
i (a—] :\/(i (a))2+ (1 (b))% + (1 (c))? =

C

U @))2+ (21 (b)) 2+ (1 ()2 =+ (1 (a))2+4 (i (b))2+ (i ()2

Az 0.03)2 0.02)2 0.004
i) (i) -l

2
— ) ~0.150113
1.34 4.34 0.027
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Azq =1 (z7) = 0.150113 x« 934.804 =~ 140.327

NZo
— =1
23
AZ3
Z3
Az3 =T (

(z2) =

0 03 (0.02]2 [9.004
+
1 36

2
J ~0.161775

4.35 0.025

0.161775 x« 1029.38 = 166.528

0 03 (0.02]2 [0.004
+
1 35

2
J ~ 0.155716

4.34 0.026

~ 0.155716 » 978.002 = 152.29

Calculons enfin la moyenne et l'erreur sur la moyenne

Z1 +2Zy + 23 1
Z = f = 5 (934.804 + 1029.38 + 978.002) = 980.729
Z1+2Zy+ Z3 1
(7) = -1 (Zl+22+23) =
3 3
1
5\/<I (z1))%+ (I (22))%+ (I (z :—\/ 140.3)2 + (166.5)% + (152.3)2
Finalement

z =981 +£+89 =980 + 90
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