Le théoréme de Bayes

Le théoréeme de Bayes est une conséquence immeédiate des probabilités conditionnelles et
des probabilités totales.

Probabilités conditionnelles
Exemple

Dans une bibliotheque comportant 100 ouvrages, il y en a 40 qui sont écrits en anglais dont
8 portent sur la biologie. Considérons les événements suivants :

A = “le livre est écrit en anglais”; P(A) = 1%
B = “le livre porte sur la biologie” ;

AN B = “le livre est écrit en anglais et porte sur la biologie”; P(AN B) = 1_?)0

Probabilité conditionnelle

B | A = “le livre porte sur la biologie sachant qu’ il est écrit en anglais”; P(B | A) = %
Il s’agit de la fréquence des livres de biologie parmi les livres en langue anglaise.
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On a les relations P(B | A) = % = _% = PED(ZJ)B)
Retenons P(AN B)
N
P(B|A)=—5——
B4 =50
ou encore

P(ANB) = P(A)- P(B | A)

Probabilités totales

Considérons une partition A;, As, ..., A, de 'ensemble des événements FE, c’est-a-dire
P(E)=1, AUAU.UA,=FE et A NA;=0pouri+#j. Alors
P(B) = P(A1)- P(B | A1) + P(Az) - P(B | Az) + ... + P(A,) - P(B | Ay)
Démonstration
P(B)=P(BNE)
=P(BNA)+P(BNAy)+..+P(BNA,)
— P(A)- P(B| A)) + P(As) - P(B | 43) + ..+ P(A,) - P(B | Ay)

Probléme

Une urne contient 5 boules rouges identiques et 3 boules noires identiques. On effectue des
tirages de deux boules sans remise.

a) Quelle est la probabilité que la premiére soit rouge et la deuxiéme noire ?

b) Quelle est la probabilité que I'une des deux boules au moins soit rouge ?

c¢) Sachant que 'une des deux boules au moins est rouge, quelle est la probabilité que I'autre
soit noire ?
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a) P(r,n) = 2-2 =2 avec A = “la premiére boule est rouge”; B = “la deuxiéme
boule est noire”; AN B = “la premiére est rouge et la deuxiéme est noire”; B | A =

“la deuxiéme est noire sachant que la premiére est rouge”. On retiendra que, dans un
arbre, les branches portent des probabilités conditionnelles. La probabilité d’un chemin
est égale au produit des probabilités portées par les branches.

b)

P(I’ une des deux boules au moins est rouge)
= P(la premiére est rouge et la deuxiéme noire)
+ P(la premiére est noire et la deuxiéme rouge)
+ P(la premiére est rouge et la deuxiéme rouge)
= P(la premiére est rouge) - P(la deuxiéme est noire | la premiére est rouge)
+ P(la premiére est noire) - P(la deuxiéme est rouge | la premiére est noire)

+ P(la premiére est rouge) - P(la deuxiéme est rouge | la premiére est rouge)
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P(T’autre boule est noire | I'une des deux au moins est rouge)

P(une boule est rouge et 1'autre est noire)

P(I'une des deux boules au moins est rouge
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Préparation au théoréme de Bayes
En intervertissant ’événement et la condition
P(A)-P(B|A)

PAI B) = =5

La démonstration découle directement de la définition des probabilités conditionnelles

P(A)-P(B|A) P(A)~P§f?2‘>3) _ P(AnB) _ P(A| B)

P(B) o P(B) P(B)
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Formule de Bayes

Considérons une partition Ay, As, ..., A,, de 'ensemble des événements E. Alors

P(B) = P(A}) - P(B | Ay) + P(As) - P(B | As) + ... + P(A,) - P(B | A,)
_ P(A)-P(B| A
_ P(Ay) - P(B | A,)
_ P(A) - P(B | An)
P(4,] B) = S

La démonstration a été faite au préalable sous “Probabilités totales” et “Préparation au
théoréme de Bayes”.
L’apport d’une nouvelle information permet de corriger les probabilités & priori

Les nombres suivants sont applelés “Probabilité a priori de A" :
P(Ay), P(Ay), ..., P(Ay)

Les nombres suivants, appelés “fonction de vraisemblance de A;” expriment des apports
d’informations :

P(B| A),P(B| Ay),...,P(B| A,)

Les nombres suivants, appelés “Probabilité & postériori de A,”, expriment comment les
probabilités & priori doivent étre adaptées a la sous-population B :

P(A, | B), P(As | B), ..., P(A, | B)

Probabilités des causes

Siles Ay, As, ..., A, expriments les causes possibles de B, on peut maintenant établir la cause
la plus probable (éventuellement les causes les plus probables) Ay : ¢’ est celle ou P(Ay | B)
differe le plus de P(Ay) , ce qui indique que les événements Ay et B ne sont pas indépendants.

Exemple

Dans un laboratoire, on a fait les constats suivants :
e si une souris porte 'anticorps A, alors 2 fois sur 5 elle porte aussi 'anticorps B ;
e si une souris ne porte pas 'anticorps A, alors 4 fois sur 5 elle ne porte pas I'anticorps B.

La moitié de la population porte 'anticorps A.
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Calculez la probabilité que, si une souris porte I’anticorps B, alors elle porte aussi ’an-
ticorps A.

Pour la partition (4, A), la formule de Bayes donne

PB) = P(A)- PB | 4)+ PLA) - PB4 = 244 5=
P(A|B) = (A)f(;ffl ) _ 51%3 :§

P(A| B) = PATEM = 5 =

Interprétation :

e probabilités a priori : P(4) =1, P(A) =1;

e apports d’informations : P(B | A) = 2, (B | A) =

e probabilités a posteriori pour les porteuses de I’ antlcorps B

P(A|B)=3% P(A|B) =
Probabilité des causes :

e Les % des souris porteuses de I'anticorps B portent aussi 'anticorps A, ce qui dénote
une nette incidence de A sur B.

Calculez la probabilité que, si une souris ne porte pas ’anticorps B, alors elle ne porte
pas l'anticorps A.

Pour la partition (A, A), la for inule de Bayes donne
P(B) = P(A) - (B|A)+1:(A) PB|A) =3 3+53=1
PA)PBIA) _ 35 _ 3
P(A]B ) P(B) }Z 7
_ P(A)PBIA) _ 35 _ 4
P(A|B) = ) —%—7
Interprétation :
e probabilités a priori : P(4) =1, P(4) =1
e apports d’informations : P(B | A) =2, P(B | A) =}
e probabilités a posteriom pour les non porteuses de I'anticorps B :

P(A|B)=% P(A|B) =
Probabilité des causes :

e Les % des souris qui ne portent pas ’anticorps B ne portent pas non plus l'anticorps
A, ce qui dénote peut-étre une légére incidence de A sur B.
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Lien hypertexte vers la page meére

Calcul des probabilités et statistiques sur www.deleze.name
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